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The following pages are an expanded version of the
section "Field Theory" which occupies pages 47-62 of the
Advanced Quantuii Mechanics notes, second edition. The main idea
of the new version is to illustrate the general principks &
the theory at each stage by considering their application to a

siiple one-particle systeiis

Partick Wechsnics and Field Mechanics

In classical ilechanics we consider two kinds £ gysteiis:
(i) Particle systeas, in which the systen is described by the
positiorsand velocities of a finite set of particles; (ii) Field
systens, in which the systeil is described by one or more i nctions,
defined all over space and giving the strength of the field at
each point. In case (i) the equations of motion are ordinary
differential equations, in case (ii) partial differential equations.
ixamples: for (i) Newtonian mechanics, for (ii) the Maxwell theory.

In quantum theory we have the same +two possibilities. (i)
Quantum mechanics of particles. (ii) Quantun ficld theory. We know
how tc constrmet quantum thecry in sase (i), =%+ :ruast for nov-
relativistic sp tens, So our method will be to find a general
principle of quantization which applies to both kinds of classical
mechanics. This will lead us to the quantum field theory when we

apply it to the classical field theory.



Before we bepin to talk ibout guantization, we imst :ule soue
renrks about Ulassical thecriss, espocially to disceover the
siidlarities betwaen classical nparticle and clissical field
iechanics., "€ shall sce that the simdlarity lies chiefly in the
fact that both kinds of iechanics zan e based upon zn Action
frinciple. This is the reascn why we choos:s the Feyman 4dction

frincipk also as the starting-point for cur discussicn of tle

quantun thoeory loter on,

Classic:l Farticle Mzchanics

Y'e take a single particle with coordinites cl s 0( N
{ordinary Cartesizn coordinates). It is moving non-relativistically
with mass 11 in a potential V ((1), a functicn cf position only. Virite
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The theory is described by a function of the q and their

tiwe-derivatives, called the Lagrangian,

L = L( L{,DL‘, ﬂ,d 2

For the exwusple s here considered

1
L=+wit — V(g ), G M2y 4t

. (43)
The theory Qp‘plie"s- in a well-known vay to more gzieral systons
containing more than one particle.

The behavior  the particle is fixed by the fction rrinciple.

If £1, t2 arc any two tines, then tle Action integral

Tit k)= §oy LidE
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is stationary for the phrsically possiile tra]ectorles C] t) .
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is an arbitrary variation vanishing at the times t1 and to.
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That is to say, the variation q , - ﬁ

prodi ces no change in I to first order in 6{—’1

We now compute the variation in I.
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The last term in (A5) is zero when ¢ 3:-‘- O at times t7 and 2 .
I
So the action principle is equivalent to the Lagrangian equations
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is the mouentur conjugate to ﬁ .

A niore gereral type of variation is made by verying not only
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the %  but also the times t] »md tg. Thus t1 =P tq + f~t1,
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is the variation in ? (tl) produced by varying both / and tq.

Under this double variation
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where we drop the term in (45) which vanishes when the field
equations (46) are satisfied. Using (A8) and (A10), Equation (A1l)

becones
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The Hamiltonian function is by definition
o
HOERI A i
and so (Al2) becomes
- p w7 -
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The equations of motion can also be written in the form
L]
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For the one-particle example, we have by (A3)

P{* = é %
_\_\_' 9 v @i V(“) (A16)
e L 2. Pet¥(q) = e T T
im " (A17)

We see that although the Action Principle states only
that the action is stationay for variations vanishing a2t the end-
points t1 and to, we can deduce the result (Al4)  a variation
which doss not vanish at the end-points. This is possible because
each state d wotion is defined by fixing as many coordinates as
can be fixed independently (e.g. the 3 coordinates at two different
tines, or 3 coordinates and 3 velocities at one tiie) ard then the

whole past and future of the motion is deteriiined by the ficld equations.

Classical Relativistic Fiell Theay

Wle now go over the action principle forrulation of field theory
in pages 4749 of the AQM notes. WNotice that everything in the

particle mechanics has a precise amlog in the field ilechanics.



Particle Field
; : v ¥ 4
Tine t Sprce~tine point s = (}{! 2 ,)‘\5 ,}!w )
Tine -interval to — 3 Space-tine region Jﬂ}_
{
End-points t1 , to Bovndary 3-dinensional surface ii;

% _ o
Coordinates & which are Field quantities ¢’ which are
functions d t functicns of ( K, };Z xi xo

The only place in the theory wherc this parallelism breaks

down is in the definition of the Hamiltonian. The Familtonian
cxists in the fiecld theory only when we speak of the special
case of flat surfaces &, amd 6, defined by tines t1 and tp.
In this case the Hamiltonian is a function of time only, in the
field theory as well as in the particle thecory. So the analogy
time t -9 space-time point X is not valid any more. For this
reason the Hamiltonian Tormalism obscures the correspondence
between particle and field mechanics, and we shall avoid using
the Haailtonian in our developuent of the quantum theory, so

far as possible.

Particle (uantum Mechanics

LY
/
In the quantum theory tle coordinates fi‘ { ¢ M oA particle

are supposed to be operators. They are to satisfy the same cgration
of motion (A7) as before. This is ensured if we assuwe that the
sare Action Principle holds, nauely

.:51 =0 £, (A 18)

4= JFLL(‘f:‘%d)”{t / (4 19)



fao 2]l variations o the ? vanishing at tl ard t2 By a
ol
variation in this case we mean a change dof 7 Tto @ '§‘ 3;
1 cf‘ (
where the ¢ 7 are ordinary muibers and not operators.

2

In quantum theory, because of the uncertainty prineciple,
c.(/
it is not possible to give numerical values to the ? (fbhrough—
out a physical motion. In fact a sta'be of motion is specified
by glvlng minerical values to tie -f (f’) , or alternatively to
the (f') " a single time t. The future of the state
cannot then be determined from the second order equaticns (A7).
So the Action principle (A18) which was enough for clessical
mechanics is no longer ehough. We must make sone additional
i .
statement about the behavior of #I for variations ‘r‘[ which
are not zero at 7 and to.
A state of motion is specified if we give a tinme t and
; & ) &«
nuilerical values ‘1 for the eigenvalue of the operators ? at
d 14
time t. The state in which the Ci (t') have the eigenvalues 7
/4 '
is written | 4 f') in Dirac's ket notation, This is a
special kind of state in which the particle has a well-defined

position at time t. A gencral state is a linear combination 1

' TS
L (q l > |
JAW ASVAPR R WA (420)
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where ‘]V ( (r / ) is the "wave-function" of thc state as
usually defined in Schrédinger wave-mechanics.

Physically observable quantitics are expressions such as

the matrix element

{ c]l’“,i'[ 9 (*), ' Y (421)
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A
of the position operator q (i" )bctween th two states specified

/sl 7 ¥

by g at tire t7 and by (f 5 at time to. In mrticular,

l

the transition probability amplitude hetween the two states is
r % 1A
<SR
H= <4 ,0 {4 3k

T
[Ml is the probability for finding the particle at the position
{

(422)

CL X at tine to , in the state in which it was known to be at (f; .

at the earlier tine to.

Huyghens' Principle and thke Feynuan Method & Quantization

Feyrmman arrived at his method of quantizing particle rechanics

by following the well-known relationship

as
Geometrical Optics //So is

is to Classical mrticle mechanics
Viave Optics to

quantum particle mechanics

In geometrical optics the rays of light are defined by Fermat's
principle of least tiime. The ray passing through two points XY is
the path joining X to Y, such that the tine taken foo o disturbance
moving along it from X to Y (Wi th velccity defined by the local
refractive-index at cach point) is a minirmn. In classical particle
mechanics the rays are replaced by orbits. Thc orbit & a particle

travelling from X to Y is the path along which the Action Integral

(A4) is a minimum, So the principlc of least time is a precisc

-



analog to the Action Principle of classical mechanics.
Now in wave optics we no longer have a principle of least

time, but instead we have Huyghens' Principle. This tells how to

calculate diffraction patterns when light is passing through a
small hole in a screen. (Exact statement of the principle is due

to Fresnel ard Kirchoff, following the less precise idea of Huyghens ).

P U . Q

R

ﬂ

Let source of light be P, let Q bte a fixed point behind the screen

at which we observe the light, let R be a variable point in the hole.

] 1T g
Lot W = =— where A is the wavelength of the light. Then

Field strength at R produced by point source at P is
‘
% e (423
| PR
Field strength at Q produced by point source 2t R is
k[ gR]
¥ ' L
[Qh]
A and B are constants depending on the source intensity. We
suppose the space is cipty (except for the screen) and has refractive
~index everywhere equal 1.
The Huyghens-Fresnel principle now states that tne ficld-strength

at Q produced by the source at r is

= fpdy = AR F(PR)F(RQ) _
F(eay = | CRREFIRGY | el

- ¢
AL ETYYITY (425)

"



where the integration is over the area of the hole, and the
variable of integration is the variable point R. The light-

intensity at Q is proportional to
2
I(ra) = |F(ra)l

This principle is useful in calculating diffraction patterns in

(426)

practical cases.
Let us nw generalize this principle. Bupposc light is travel-
ling in any way from a source P through a spice containing any

kind of obstacles, lenses, ctc. 3‘3

and is observed at a point Q. Let S be any surface scparating

P and Q, R a variable point on S. Then

F(pa) fsam F(PRYF(RQ)

Now tale a whole series of surfaces Sp, So «..... Sy lying between

Q and P, then (A27) gives
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F(O(r} )(JR! uR M’"‘?U
Sl S ) Y
(PR E(1,0,) -Flh 8] %)
(A28)

Suppose the surfaces are now all close together so that each
distance \ﬂ ﬂ,_.,l is small. Then for l‘(p- ﬁ‘_|)

we may use the approximation
i : CR R R
Refll, Y=o 1. . t
SR TR (TN

Lt~ ' {2‘; ﬂ‘.-i'
' $w (BeR,, )
= —— € , (a29)
i \P\{_ i‘\i.'\l N ,
Here '\ is the local J.. at the position '\, , since

A is now a function of the local refractive index. 1 (P P,«_,)
is the time taken for a disturbance to travel along the dassical

. E,{ [ P [ w . . B - .
ray from . to LI , and . 1is the light frequency which is

everywhere constant. Substituting (A23) into (A28) we have

F{M):J Jg,j.ml..[ IR, !
T T \Pﬂﬂllﬂuﬂ”ql---.[ﬂ,ﬁl

instcad of J we write for
H‘hui - iR,{I‘ )
short p’i paths (h31)

meaning an integration over all polygonnal paths joining P to L.

(430)

And we write

T(M,,)+ - # T(K{IQ): T(l""*’a‘) (A32)

for the classical propagation time along any one path. Oo
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finally for the intensity of light at Q we have the general result

- E i ) = ) Tl TF | %
_L(Q'};' E’F(P{"‘J!;:/!'/{: I-"lbd"".\ %PZE e (P J//

(A33
So every possible path contributes to the field ~strength

at Q a term whose phase is given just by the classical timc-integral

along the path.
This principle we now take over directly into the quantum
mechanics of a particle, just chongingthe time-integral into the

classicel action integral. So here is Feynman's principle of

quantization.
Suppose a particle starts from position ro at time to. Then

the probability that it arrives at position ry at time t3 is

-~ - Z
P({;rf;‘zgr&): (’-{?'r‘”izl:)/ (AS&)

F(rt b)) = 4 potia wp [ €04 (FJ)."}J
(435)
rl'
]
where I(Pwul) < ff'c. L (?, 9 ) At (436)
is the classical action integral taken along any particular path.
To define (A35) more precisely, we suppose = large muber of tines
TM TU-: .- T' to be chosen between tg aud t7- 4 path is
specified by choosing a position P‘: of the particle at
each Ty. Let I(Ia‘ 7}} &‘}Ti‘l)be the action integral taken

along the classical orbit which passes through tie position (OP

at Ty and §, at i ® Then (AZ5) is a short way of writing
= ‘_..i L~
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where A. is a nomalization constant depending on the Ty but
not on ry and ro, and we suppose that every tine-interval ( ¢ L-l)
tends to zero as N — =0 . Bach farr‘ is an integral
over thc whole volune of space.
Thus we sec that faf paths in (A35) is an integral
over all paths which begin at rp at time tg and end at rq at tive t].
Thz Huyghens principle in optics describes propagation of
light in space, while wave-imechanics describes propagation of
particle probability in time. So the surf-ces S" of the
Huyghens principle becoime in wave-lmechanics  3~-dimcnsional, i.e.
they consist of the whole space at a particular time Tj.

Loportant Notes The Huyghens-Fresnel principle in wave-optics

is only approximately valid, becausc the wave-cquation is a second-
order equation and so the propagation through a surface requires

a knowledge of the field-strength and its derivativ: on the surfacc.
The exnct principle was forimloted by Kircheff and is pather or»
coiplicated. However, in wave-iiechanics the Schrédinger cquation

is only first order in time, and hence the Huyghens principle in

its simple form is exact.
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So we take (A% ) - (A3%6) as the precise statement of the
basic laws & quantum mechanics far a single particle moving
under forces specified by the Lagrangian L. No other information
is needed in order to calculate ’c..he behavior of the particle.
We use the Dirac notation ! 2 z rz ) for the state
in which the particle is known to be at rg at time to. The trans-
ition amplitude from this state to the state l 7| h> is

then written

£, L1, rl) = Fla G Bl (A38)

and is given by (A35).

Lastly we define what we mean by an operator in the Feynman
qu-ntum mechanics, Let O (4{( t) TR ST -
of the particle's position and velocity at the time t. Then the
corresponding antum-inechanical operator is defined as the Matrix
Q (‘fl t) whose matrix element between the states |2, i’})
and ,’l, t', D is given by

(b | Oyt ]t h)

I ¥ °u’b“)'z
=l d P:,Vav\ O.u (‘f,’)""”l'zk/ﬁ)‘{('

| (439)
where  Opath (T{ F) is the value of the cluweinal funetion
at the point where the mrticle is, on 2 particelrr goih 2% tiae

I

This definition (A39) holds fa any two tinies t] to such that

tz_ <(-<t-‘



The Feynman Quantization for Field Theory

This method of quantization can now be tuken over dircctly
from particle to field mechanics. The result is equations (174) (175)
of the AQM notes. The trick is just to follow precisely the table
of Particle-Field analogs given on page 6 . Thus instead of a sunl
over paths of a mriticle during a time-interval %o - t3, we have a
suil over histories of the field within a space-time region D- .
By a history we mean any sct of functions ? (X) which are
defined in n and take specified values (P,' % and %’o(
on the boundary of Q y» We find the definitions of the field

theory quantization in the AQM notes pages 52-54.

Note on notations.

o
For the eigemwalues of the field Sb (X) in a particular
o
state we usc the notation Q‘ L (k ) -
For the eigenvalues of particle coordinates 70( we use the
; /%
notation 7 .

/
If there is only one mrticle we write r] or rg instead of (/ ‘}

/o
The ? is more general as it may represcnt coordinates of

secveral particles.

The Schwinger Action Principle for Particle Muchanics

Ye now translate the Feymim quantization rules (435) and (A7)
into a usablec form in which the fﬂ‘( paths does not appcar. 'The

result will be the Action Frinciple of Schwinger, a genuraliz-tion



of the classical prineciple of least action including information
about the effects of variations which do not vanish at the cund

of the time-interval considered. We derive this principle here for
the case of particle mechanics, The method is exactly the same for
field thcory and is done in the AQM notcs pages 54-56.

Let the points ry and rg in (A35) be held fixed.. Let cach
path in the sum be varied by changing 7‘;1( £)to ‘]‘(?) ¢ J-f' ’{(ﬁ)
for t1 {t $t2 , and 2lso by changing t3, o to t7 +J #%37 and
to +r§-t2. The result of such a double variatien is cccording to
(A%5) and (A%9).

» -l 2. . m“ : ;Ju,. 1
£ty ity = [ (678 ST e ) B

4

= (i) Sy b I !

This foarwula (A40) is the Schwinger Action Principle.

(A40)

The operator.ﬁ I is the resvlt of the double variation upon the
integral (A36). The result of the variations may be computed
exactly as in the classical theory, according to (AD) and (414).

Go we find

l‘-
r [ /
04 = },}; oL _ _‘?'. aL )Jr,“] 4t
GRS PEE LG
e ‘ = T o~ ~ 3
+7/P c: (f Qa ok / "’}"“jf'wf* Ce) e doi
. Fd L ) | i 2 E
ol AL = P )J § .

For thc one-particle casec, Fn‘ and H are given by (A16) and (AL7),

these cxpressions now all being onerator s,
}’p (=) i



Now what is the ieaning of this double variation as applied
to (435) ? Since the sum is over all paths, the change o the
path-coordinates from rf ﬂ(’?‘) to 4 ) Jf?' ¢ /) does not
change the value of the sum, except that it changes the points at
which the m ths are supposed to begin and end. The coordinates
df“’) t af‘f“( ) may be taken as integration variables instead
of ?‘("’) + So the variation o ?;{') means simply this,
that each path in the sum begins at 2, ? (r‘f EY st tine
t9, and ends at ’1, ¢ thﬂ(*‘a) at time t7. So as far as

this mrt € the variation is concerncd

F<ubln )= <aoedgthy, i v dy's) b

*‘(":i-*f”*& rl) (a42)

When t1 arnd tg are also varied, it means tiet the sum is taken

over all paths which begin at

’Z-}q(f)jfz.“f(f)' *'ﬂ‘f(,)

(A23)

at time to +-.r1tg, and end at
« /s
A fy - Qg
1, b 45t ¢ Sytety 2 g Aq ()
,’ j
at tiue ty 4 ;..-‘-1. So we could write for thc double variation

bx o B pTuEs f’l'f'.-f
[Crblnat) = ¢+ Qg%(n), g fr2atinh

(Ad4)

7 i t' d - . i
s ﬁqr‘ll (21-'\;1/ ‘\1.1.4'3,;
LS EY .
Formila (445) is havever only symbolic, becausec A ‘?‘ (4, ) is
‘&

not, & muwber tut an operator depending on ’f (’}) . So (445)

is to bc interpreted in the sense that



18-

) %y :
(4t ‘Q? ), 6 W > (4 46)

« ¢ 1
b ‘
is the stobe in which tle o rator f!f (H)- < ?’ (f

has the cigenvalue ry attine t1 *o 4y

Equivalence of the Schwinger Action Frinciple with Ordinary
(uantum Mechanics

We next show how the rules of a dinary particle quantum
mechanics can be deduced immediately from (A40) and (A41).

A, The Operator equations of Motion

«,
Consider an arbitrary variation Ja (¢) vanishing at t1

[
and tg , and take i‘:‘bl ={[—t2 = 0, Then by (A42)

Jon i) <0 (A 47)
and by (440)

<1'h|ffl"£;ﬂ > O

(w18)
As (A48) is true for all states ,rl 11 ;) and [rz tg) e WE
have as an operator identity
f;l =0 (a4
. (& .
Since ? is arbitrary far t ( t (t2, (249) nd (A41) give

the operator cquations
( fi_ 2—-—-— \ Rors (: s
D4 4 J o

Just &.;lﬂ clasd'cal mechanics.

B. The Commtation Rules

We define

I Cubif e (851)



sy {2

to be the wave-function of the particle in the state I ro to > .

g o
Consider a variation with 15?71:1) f 0, .:J;j'(tg)=f't1 =A’i to = 0
Then (A42) gives

[p(ah) = £, [3‘12—;, 5!/(‘:-,!‘»)] fyeh)

(A52)

Kl

G
while (440) and (A41) g ve _
S o
\ ~ E ,, t f‘ ;
Spenty < () bl pdrl s
Therefore, since ‘)-?‘:(‘L},) is arbitrary

e

41,5,;‘;{({41.‘;'} = s(h 2 Wi, )

PR (454)
That is to say, the wave-function of the state
[ AES : -Lf; -:'2-.- \'/'f't'!':‘_,
| Pxl ey = 3,k 1 ) (A35)

:
Since every state is a linear combination & shotes 'rzt—z P 4

we can say quite generally that P*i operating on the state with
L
wave-function \f.’ ( ’1, : ) gives the state with wave-function

- Lil’ -.J.... \’(('l,{'). e write this as an opcrator identity

o2 i 3
py= ~tF - (456)
« ya,

i
meaning that both sides of (A56) producc the sue effect on any
wave-function ti:f‘/“l., f"}. From (A56) we deducec in the usual way

!
the canonical commutation rule. For cvery

rﬂiﬂ,{’,{ I \}t (1,:") 5 (&,t .{Jq' "7 u}.* f e ‘.
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and hence the operator identity

[ e U
| 7’3 P‘J:  h I (458)

C.__The Schrddinger Equation.

Consider a variaticn with ."lr?*(tl) f O,vf:,t_-j_ f 0,

A ;
J (t2) =o(‘it =0. Then (445) gives to first order in 4 ¢ X d :'rf".
2 q .
. Jr 2 -
J-Y/(‘I,f',)- I 'af‘, W(if )

Py dgin), Gl 3Gl

x
According to (446), the state l 4,4 4 ? (P")/ ) >

is defined by the eigenvalue equation
« « =
(7“(*.) - Q4 (f.)-?,)l 2+ Q470,60 0(

ultiplying this equation on the left by ( [+ —L:— [’.( Q 7{ )
17

AR0)

and using (A58),
f j o
(1, _;. r’d(\.?d)(ﬂta{_ c\?"‘_. q,)] 344956
! X
= (7“‘([-‘) ,Q‘)(H-;— P« Llh)!’z,i 01, I‘,>-_-(Mg,)
So (]t % P« d?'()[ 2,1 d7a‘/ (-,> is tho =igenst;1.te of
?0(( f}) with eigenvalucs ry.

Therefore

(”";",‘ Pu C\‘fﬁ)sllﬁl;fd‘fcﬁ*‘l > < ;A FiE

&
and to first a der in A '{

¢ L
l’lli- 4 ?x(r‘)/'_: Ve (I N ‘; P “'){\7« (h)lﬁf (.ﬂga}
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Inserting this in (459), we have

B : L b (5 e (PN RN
J-Th (e d de W t) e < b () 4y (i3], oy

i d (483)
The action principle (A40) with (441) gives
/e 1 AR
J?’(Q;‘L:)-(‘,/ﬂ)<?:{:,’n» P Qeclh) - M)A ¥y
; « (£61)
Comparing (A63) and (264 ),

E S

S I:AE‘)FI)
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This is the ordinary Schrldinger cqun’ion in Dirac's notatvion.

N4 -t
It says that for any state S with wve-Tunction YU q//‘? , the

. - y 1 A .I,v -‘ Y e - -
state H(t)S has wave-function *9) f S EPTe 3 « 1f, as nsu2l in
~ & -

wave-ilechanics, we identify each state with its wave-function, W

obtain the usuwal form cf the Schrtdinger cquation

ity Wia by 5 LE L pin b )
R Yty =<0 = v(uT) (485)

Transition to Field Theory

We have scen how for particle mechanics the Feymman quantiz-
ation process leads to the Schiwirger action prineiple, and the
action principle leads to all the uzwal rules of guantun nechoni s.
The corresponding arpuuents for a field theory o> through
cxactly the sam way. The details are ~xplaincd L5 s ooh mraan
pages H54-62.

In the case of fiecld theory, we are intercsted not cnly ir
deducing the usual rules of quantum mechanics from the action

principle. We also want to deduce othoer useful censequences of



the acticn nrinciple, which male this anproach to guantum ficld
: 3 L q

theory simpler than the oid-fashioned approach. kspeciclly
useful for practical applications is the Peieris commitaticn rule
(194) of *he prgf notes . Tais formula holds aleo in prociisat

mechanics but iv is of practical imporiante orly ia field thaory.
1. - K3 o ~ . e Rl i‘-|f'\ ] hd 0 ) S
1L - A LAULLS Lioda ol chpd L] R R - Al v Ll e s
A1l the equations leading up to Eg. (184) of the A rncter have
analogs in particic mechanics. We ieave it as an exercise to ihe
readar o work these out.

Orly the [inal gection G of the AQM notes, on anticommci-g

fields, has no analcg in particle uechanicse.




On_the Rela’ion between Scatterinz Matrix

sienemts and Cross-sestiiors.

b
F.J. L7800
Ecole d'Ete de Physique Theorique, Les Houches, Fraonce

SNy o MR

Consider a reaction or scatteriang process in which particles
1, 2 collide and produce the reaction products 3, 4, «..yn. For j =1,
++ay N we suppose that particle j has momentun-enerey 4-vector ’i;.kj
the fourth component of which is Ej/c :“?rKjo where Ej is the energy.
Let particle j also have internal coardinates tj specifying what type
of particle it is, and what is its state of spin or pelarization.

From relativistic quantum mechanics we will usually calculate

directly the part of the S-matrix or scattering eperator giving rise

to this reaction. The form of the S-matrix will be :

_ oy i u
S = "'{'d3kl aale dBKn ‘> a, az a3 ces @
u, v
I'n
il Y {3
X 5’ (1» + k, kB ....n) M (1)

Here aj is an arsorption operator and ajn an emission operator for

particle j, conveniently normalized by the prescription :

<aku auk'u'> Q =85(k“k‘) uu' (2)



where the bracket denctes an expectation value in the vacuum state. M is
the matrix element vrcpor, a covariant funchiion of the vectcws kjand the
internal cocrainates uj.

On2 wishes to basve s formula for the reaction cross-section
in terms of M. Such formulae are to be found in many places in published
literaturel, but the derivation of them is usually rather awkward. The
purpose of this note is to give a simple and rigorous derivation.

LetL A ve any subset of the final state momenta, i.e. a subset
of the 3fn - 2) dimensional space of the 3-vectors k,, k4, aaey kn. We
denote by g (SL) the cross-section for a reaction in which the final
momenta k3, 4y e ,Bh_ belong tu.S?L_, tre internal coordinates

Ugaaay W and the initial momenta k,, k.2 being speciried. Thus &= (C).)

-‘
is a foaction of kl, k2, Upy weor Wy and L t-, z2nd we wish to find
the relation between CF'(KEJ and M,
To detine & (¥L) we use an initial state \:E)iwith the form of

a wave packet :

_ ) _
7= (dqp d,p L(p,, 5. el a “LJ (3)
Yl }t} 37k 3% L T2 pl uooP, 0

. where \FO is the vacuum-state and f(PL’ p2) is elmost, but not quite,

s

a product of (G -Tuvactions
. = ‘ ‘
7y mp) gyl - ) 53(92 - k) (4)

-
Using-(2), the normalizetion conditica fer 'i/. , is

I\Pd %2 = J(f 43715 43D, 1 #(pl, P,) | 2 & (5)
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It is impossible %o satisfy (5) with f equal to a real 5' -function, and
for this reascn we use the wave-packet form for {[/'l. The scattered wave

: T 4 :
arisirg from ‘u,*l is given by
]

y , ; 2 T
s U, (J d5P) &1 dgley oo &k 8y oo an Vo

n
MG
x (o p) by (my 4 my -y k) (6)

The squared modulus of (6) rcoresents the probability of scattering Srom

the inilial state l_!r'{. Thus the prohebility for scattering iat. Jinal

states with momenrca in J‘:’_ is given by (6) and (2), and is

w (U= ok coak ((/( e ep,an e | owf
L by ey

& { L ES wl st S - ¢ { 1 i -]= \l
X 'f‘ \pl? P2)";' (rl,‘g) 4(}31 * P2 . k§ LR kn) ('_'_4\p1+P2"1{5'“-1-n!

= ! — /A 1 3ot a2 7 0. Y R

€ C
4 s -1 / ! . - i
x ¢ 4(L1+ Ky il iz ¥) Oy\P; + 05 =Py pg) (7)

In (7) wa supposs M to depend only on kl’ kgf

7y *-

R . ¢
- T i A 0 e e wth el
Py» Pyy Pf» P} Siico l£ and f' are alzmost O ~functions,

A5y kn and not on

Consider now the probabilitiy i</ \ that in tha initial statn - .
L '

the particle 2 will pass through a small area A wiuich is truvelling
along with particle 1. We suppose that thz velocity of 1 and 2 are in
the same line (this can always be arranged by choosing a suitable

reference system) and that the area A is perpendicular to this line.



If A 1is very srall,
(d5x f*“odtavf(x,x,t) (8)
/ -

where ¥ is the relative velocity of particles 1 and 2, and P {(x; ¥; %)

is the probability density for finding particle 1 at x and particle 2 at

¥y at the time t in the state U:4 . According to (3)
o
1 \
POy t) =75 (( SRS N AU D
{ \‘Tf) (Q\ ‘

and this gives with (8)

-
Wfi. = 'l\ n) [/IL» p* Spn 5p 3]72 {:l 4 (Pl + P2 - pl P2)

f(pl, P,) -,Eﬂ (p}s 1) . (10)

The dafinition of the reaction cross-geciion is

() = w0 {4 h) (1)

It is the reaction probability in the slate @,}_, divided by the probability
for the two porticles to pass within unit area of each other. Comparing

(7) with (20)

(2m)? =& i( S R I - kaok ) S

G ) = vV o/ 35 Fraetly
(12)

(2n) ‘rrzj dgley oo &5 b(E + By - By u0rF ”ME?
= (13)

The required formulae for @ (£1) are (12) and (13). In (13) it is

[



implied that kn’ En be expressed as functions of k;y eesy; k

e by usine

the eguation of momentum conservation.

For the case e¢f a reaction with only two products (n = 4) the
formulae may be simplified. In this case we may define an ordinary diffe-
rential cross-section CRJ_’Q_‘.:); taking for L _the set of final states in
which the direction of the outgoing particle 3 lies in a aiven small
solid angle(_.{-@.. Given dn the magnitule of kj’ FJ3, E4 are
fixed by momentum and energy corservation. Let us werk in ihe centre of

I
mzes syatem so that lk%; = ’}.:_J . Mea (13) becomes
i i

A0 _ 2 ) _H_Q_ 2 LR o T
&= (201 J '-5 Il {g(n + By - By = B,) dky L)

2 K E, E
(2m) o S I].:Iz 4 L) (14)
+

Rememtrering that ‘v{ is the relatirve 'rolcéity in the initial state, the

relative velocity in the final state is

v = K (5 +E,) /55

Ther=fore we have the compact formula for the differential cross-section
: I
o-d - NV (217,)°  IufZd S0 (25)

If the two initial particles are identizal, or if some of the
final particles are identical, all these rcsults remain valid without

change, provided that in formula (1) the integrals are restricted so that



each physically distinguishable state is counted c¢nly once, For example,
if perticles 1 and 2 are identical we shalll sum over pairs of values
(kl, Uy k2u2) in (l), taking (klul’ kzuz) and (k232 klul) to te the
same pair so that one and not beth is included, This corresponds to

the usual practice in such csses, when M is malculated as a matrix

element between two physical states containing identieal particles.

Log, N/LLER, Kgl. Dansh. Vidensh, 1lsk. Mat.-Fys. Medd. 23, 1 (1945).

Tha formulae in question are equations (91) and (96), the derivation

occupies pages 18-24,



RENORMALISATION

Ecrivons la densité de lagrangien qui donne les éguations de

mouvement des champs interagissant ,

i . AAA
| dh.\? ) _ o~ )y-ne
L""‘i‘“r&v FV'EA(W'ﬁ)_tc'?(ZPTXP }? &&Y’AIY
A, A A 8 . AL A.eA
e P B BR L4 el

A
ce qui inclut un champ électromagnétique externe, décrit par At pour

we D

€

lequel nous supposons f_ﬁ_ = 0, et le terme supplémentaire - -3(—--—%)
0 X p

on introduit le facteur A dans le deuxidme terme, ce qui ne produit pas

d'effet sur les états physiques & cause de la condition supplémentaire

de Fermi.

Nous supposons maintenant comme Hypothése de travail que les
champs ayant des éléments de matrice finis entre les états physiques ne
sont pas ceux qui figurent dans le lagrangien, mais des champs propor-
tionnels : A

AL = ZA A, (0
A;L (x) = Zéy‘ ﬁ;‘ (x)
qui se transformeront eux aussi comme un potentiel électro-magnétique a la
fois pour les transformations de Lorentz et celles de Jauge.
| On ne peut prendre ﬂ" s ﬁf" « On sait,en effet,que les éléments
de matrice de apsont divergents calculés a 1'ordre ea. Pour Ae{xj ;

la constante de proportionalité doit 8tre la m8me que pour A(x) a cause
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de 1l'arbitraire qu'il y a dans la distinction entre un champ Ap_et un

champ extérieur.

-: A
\’((x) = /a \!/(x)
\p (x) — / \,,( (x)

On a choisi Z, (ainsi que les autres Z) réel. Nous verrons par
la suite que ce choix est possible en raison de l'expression de Z2 en fonc-
tions des constantes (e, m).

Les nouveatx champs sont appelés champs renormalisés. Le fait qu'ils
ont des éléments de matrice finis sera vérifié aprés coup.

On renormalise également la charge et la masse par les formules
Bx z; Zz /" e dont 1'interprétation est donnée par la formule
2/ \{? = Ty ‘P A ¥, et la nouvelle masse est donnée par F‘ [ (1-Z, Y}

ce qui donne
T&.cip(gp aax,,. qu he Za"f’(){u. J -y -fe YH{
ce qui donne l'interprétation de Y .

Représentation d'interaction.

On aura une interprétation d'interaction en séparant dans L les
deux parties

L=L, +L

0 i

LO étant le lagrangien des champs libres renormalisés avec les constantes

normalisées
renormalls F_ ...(K a ‘) | r: I—l rst. 1F¢ Fie,
LO:' C\V Hm‘f IP-T.P.V l.;v"z ‘uw'—l: v
OAw 2
- 5l

‘)XP‘



(1) (@) (3) (4)_
e leWAW-_v1e\ ACY4 Lol W Ay +Le LAY
Ly=-te ¥ VAR S LT P Y ey

e

-1 AN ' t £ 7 mn
u‘fgf;f‘“ by 2L Crpy F v-;CvaHu-T”HY.‘H‘*
\T; J .
-®eBY (gf,_.m.. “p )Y .
avec C = 23 -1, B = 22 - 1, L=1- Z1 .
On a choisi la constanteA = Z3 -~ 1 de fagon & faire disparaftre
)
dans L, le terme - 1—( AZ,-1)( 0 Ay )2. Ce choix, s'il n'est pas né-
1 2 3 axr._
cessaire, simplifie l'expressionj c'est pourquoi on avait introduit le terme
ent\.
On voit maintenant qu'on a 9 termes au lieu des 2 premiers dans
le lagrangien d'interaction s 7 termes supplémentaires étant des coutre-

termes dont les coefficients seront choisis de fagon que dans le calcul .'un
processus donné a n'importe quel ordre, les divergences provenant des t mes
1 et 2 soient éliminésset qu'il ne reste que des parties finies provena. -
de l'interaction 1 et 2.

Pour traiter un exemple, examinons les éléments du 2éme oxrd-
de la matrice de diffusion d'un électron par un potentiel 4%, On cherch

les éléments de matrice qui contiennent (A)2 A%,

Terme de L1 Diagramme Contribution a M
] 1
(1, 8 ——1-1-/1/—\5;—3- M * by ¥

2 {
N S G Y

(4, 2 ! 4 7 (b)) + By M

(4 ) /’/\‘\ - LM,



? 2
B.2) O N - (Y 1)
| K
] ’t;-f:; - T _BMO
& e -
(4, v Sa-—--“-ﬁ**-'::’ %2 %

tvr m 2oy’ ainsi tous les termes du 2éme ordre que l'on pouvait
frrmas cores lees éléments de L1, en remarquant que les termes 3 ot 5 he con-
trivan: wier naree que les constantes C et L sont déja d'ordre 92 au moins,
e* ...z 7 e centribue rien parce qu'il représente l'action du champ extérieu

ac -t fovx fois. I1 suffit pour voir comment est formé le diagramme ci-

o
)
3

il

-6 souvenir du diagramme élémentaire correspondant & chaque facteu

\ - rd

( 1 / w}?rm‘:‘.ﬁ"“:;:!)n— 12,
)}
(2} [ i
L ¥ i -J“"*c..,__
- €
> ~

{3)

c
(£ e w =) Mo & w ase -
C
B6)  af-im mcmmrios e -
7 * ce terme étant un “"c-nombre", il est représenté
4 ’
» graphiquement par un point sans ligne externe):

Py

)
o

\ } L

o

f
\

X

Indiquons le calcul des éléments de matrice qui figurent dans le

ot

ableau., Le calcul des éléments correspondant a 1l'interaction 1, 2 a dé¢ja ét

fait anbtérieuremsnt. Noppelons briévement leur forme.

2
b m A b’ X 5 .
POUD smpnlicc oo Do , d'aprds les rdgles de Feynman, 1'é-

1



lément de matrice est de la forme

o~ 4 1 ;
Me eplB ) S0 K ipss e gpes ¥l

qui diverge logarithm:l.quement ¢t que l'on pcut écrire sous la forme

M- L{0ew)+ M =L, Mor M.
la partie finie M; étant définie par le fait que M; = 0 pour p=7p' = Pys
moment d'une particule libre, parce que nous voulons définir le terme MO
comme comprenant toute la diffusion observée dans la limitc des trés petits

transferts de moment.

’

P
+1MP donne comme contribution

e f 4 iy, fop gy o 8 )

.l.i,; P_

dent on trouve 1'expr9551on

M= (Om Mo) + By Mo
La parenthése signifie que l'on n'a pas un véritable multiple de MO par uns

constante.

4
Ci 3Q-_g_;< a pour expression
" M= fobs (wy ) T (g, —— < = )

4**-4’-&}‘ A’-—LP

/\ a pour expression (u' ¢ u )

Il nous reste & calculer les termes correspondant aux processus

(4), (8, 2), (9, 2), (1, 6).

Pour (4), l'expression ost évidemment - L My -

(8, 2) donne _
Y[ ( FYFAY) ==Y [dxo don Y § (s by
=-Y{

(@ ,._W £ ).

que nous désignons par la notation - (Y’M ). La parenthése signifie comme

M

h




= G =
précédomment que l'on n'a pas un multiple de MO rar une constante; mais da

to:s les cas, la compensation avec le termeszn aura lieu si l'on prend
EO ]
L » . . .
pour le dévcloppement que l'on indique cen fonction de la constante de

CoupingGe

+

Lontritution de ¢

"\
]

3:‘5" Efrj, - BV Y K ‘W)=- B (- »;)-—- w)

L]\-

PR %]

9.
2 E} ;:ljr 3

&

e» ef7os, les considérations développées antéricurement dans le cours

muiient gue 1'on doit attribuer au produit (f - i) (ﬁ1 ;
.._j_}_,’-

la valevr

C'Jj Cf’:v pv(x )Jlf AQ’ b,a{ “F{X?)J EL!" dx!.'

<
_ ol 248 _ DAL BN e i
=1 O P LGE - SR - ) T Yo n e

Bn paceont dans l'espace des moments en remplagant

\CT (%) = j da e (a) ot X

Bl

n
}_‘.
aQ
rﬁﬁ
——
.
ET
o
<
e
—
Q
=z
=
=
et
ﬁ
ks
(3
P
[+
e
&

il
(9]
ey |
fle]
]
<z
1
(o]
fle]
el
P
N,
c
S
-
p —

— {qz(ﬁ g u) - (e, q) (aguﬂ

q
Si 1'électron est libre, on a u g u' = 0 a cause de 1'équation de Dirac.
Donc M = (C MO) , (la parenthd®se ayant toujours la méme signifaction que
C
2

précédemnctt), c'est & dire qu'il faudra prendre C = — + ...
Finalement, on avra donc une éliminations des divergences du 22&me ordre

i 1l'on surpose que les coefficients L, B,‘Y y C ont respectivement pour



taiva- T Thwo eordre du développement en e

Vg = g A e TP T8, T .
dliie AR 38 gange 93 e théowie.

larvonzien doit 8tre inchangé lors de la transformation

- L

i ‘\

E1 1y e f’\}z.-l‘—g'n' .

_r.“;l » . ,', & ; .
% étant vos cieticon arbitraire ( c-nombre), e étant la charge expérime:

.75 . oc'avoo caroewalisde), parce que dans la limite classique le coeffi-

¢c. - .. oomee azt la charge expérimentale.

L
U e ?:hll"nv3rinnce.

irien initial était invariant pour la trarsformation

WV el £ T R
.
t
¥
~ .
&
Fu - o 3'\\,
3 cmama ks ~ L i m—
.
Lok e

Temosor dene ianvariant dans la transformation

nEe G B TR ‘ .
Rl svensg g gk ¥ ;s 8i on prend _/\_ - z ) A -
A

; Y,
Ay Ap ‘“H“ y pulsque A = Zy Ap

Lo condiiicn d'inveriance de jauge est done
~
e

Tl e A ou e A - A

isqu =
Fuisque ‘El::.*.'.'.-,m'....a P € - Ze:Ev_-

.

ou B+L =0 y identitveé de Ward.

[

@

Lorsqu'on {1 caicul par la méthode des perturbations, on trouve effec-

tivement B + L 0.

Pogaibildigs 7> rovowrealigation a4 tous les ord-es.

oy s = ; ~
LOiuserecil L ariginale étant ',J ;( "f/‘ + ']{f }( e \;f que nous appellerons

e a} = f
1 orscakans Oy



=8 =

1) nons nous proposons d'examincr 1'élément de matrice le plus général

3) €2 vérifier torme & terme gue l'cn peut 1l'éliminer par un des éléments @

centre—terme, c'esty a dire que l'on a introduit suffisemment de constantes

L'$lément do matrice HC le plus général est
¥, = f_f Xy one X [‘j“f y(.c )...,1{! ”f(x ; } “’lff(xn+1
VLY ()

Le diagramme G correspondant & (m+n) sommets, dont '
]
1]

X ol
in avec 2 ligres d'élecrtons et 1 de photon
{ :
« 5 ol e
n avec 2 lignes d'€lectrens ot O de photon ,)?’"“s\\
L'ezpression de 1'élément de matrice M, est donné dans l'espace des moment
b G P

-

rar les réglcs de Feynman comme le produit des facteurs suivants @

-.j_-.;h‘t -

variables k j

ligne électronique intorne
1

¥ j

ok | ——a Ukl 1 3
ligne électrenisue interne —z-— A
< .
k™ 3§
ligne &lecorenigne externe i spineurs u j ouu j,
ligne de rhoton externe e J

potenticl de champ externe ¢ ( 2 )

Pour chaque sommet, on a d'une part le facteur J}L , d'autre part
une variable X, telle qu'en effectuant 1'intégration J’ d X, on ait le
résultat é‘( k + k' = p) qui exprime la conservation des quadrimomehts.

Cn aura alors & cffectuer les intégrations sur les moments

‘fl;f d k1 d k2 sas & Ay eee d ap

l'intégraticn,sur les variables correspondant & des lignes internes, étani

des intégrales au scas de Feyrman.



Examinons maintenant les types de divergence :

L2s ferctions 5b4 pour les m + n sommets permettent 1'élimination
r
dem +n - 1 variables 4kj, en fonction des autres . Par exemple, si G

a la furae indigquée; on a

-~ 1 1

) k

< 9 A o R B
W km‘_‘{/ z

A
il

P Xk, =k, -— p5, - D
a8, =
;—s e ':;r??i .
L7

by
1 j S
1a dernl 2re founction ! 4 donne uniquernant

1-

ey

Ey = K TP TR TPy
ou p1 + p_3 - p3 -+ p4 = 0.
8i l'on désigne par

Ie le nombre de lipgnes électroniques ‘nternes,

T " " rhotoniques internes,
0e L 3 électroniques externcs,
O-~. " 3 photoniques externes,

n : e
Ov le nombre de sommets ol agit A,
le nombre de variables d'intégration gqui reste aprés 1l'élimination par les
fonctions est

I +I -m-n+1,
e p

et 1'intégrale est de la forme

'3 - 4 i i -1 -2
j.loj d.4 1»,1 08 d kf -I‘j_e ( }éa. 1?&) J—]‘im ( xj )
Pour commencer, analysons d'abord de maniére formelle en comptant les puis-

sances la convergence de l'intégrale a 1'infini. La différence entre le

"degré" du numéraieur et du dénominateur est 4 F - (Ie + 2 IM)

Une condition suffisante en général de divergence de cette intégrale est

I +21 ﬁi B
cp*_4



v A
(Cn ne pourrait avoir convergcnce dans ce Cas que par une suppression parti-
culidre de tel ou tel diagramme). Llle signifie simplement que le degré du

nunérateur est égal ou surérieur & celui du dénominateur. Ceci s'écrit enco-e

(3

H

On peut exprimer cc reésultat en fonction uniquement des lignes ex-
terncs par des relations gécmétriques entre les sommets et les lignes
internes.

Chaque sommes ﬁ} i %/ a 2 ligaes électroniques, 1 ligne photonique;

chaque sommet {P ﬂexF a 2 lignes électroniques, mais A° y agit.

En comptant le nombre total de lignes d'électrons, on a 2(m+n) = 2 I, + 0,5
le nombre total de lignes de photons, ne=2a Iﬁ + Oﬂ,
le nombre d'opérateurs A° 0_ = m.

In remnlagant Ie et Iﬁ par i2ur valeur tirée de ces expressions, et en re-

portant dans la rclation 4 (n + 1) &3 Ie + 2 Iﬁ + 4, on obtient :

- 7 .

30, + G, + Dv L. 4 o (I1 coanvient de remarquer gque 0e est
5@ (L &l

z

toujours pair.} Donc la Civergeace totale est controléec par le nombre de

Remagggg.
Ces résultats sont valables pour la divergence totale par rapport

& l'ensemble des variables, mais 1l'analyse générale restoc complexe.

b Par ezemple,

la ligne commune aux deux cercles appartient & 1'inté-

gration sur k1 et sur k2 . Pour 1'intégrale totale,

0 =14 R
@

- 6, 1'intégrale est convergente.
0 =20
v =




w11 -

Intégration sur k1 seult dans le sous-diagramme correspondant,

Oe = 2 Oﬂ = 1 =3 4 intégrale divergente.
Intégration sur k2 seul
Op = 2 0 =4 —517 intégrale convergente.

L e

La condition de convergence est cen fait que

Oe + Oﬂ + OV;EE B pour tout sous-diagramme.

roia

Rappelons que cette condition signifie que le degré du numérateur est supé-
rieur aun degré du dénominateur.

Iious allons maintenant démontrer que pour notre probléme spécial, ceci
-

donnera la convergence ; en effet notre intégrale I a les propriétés sui-

vantes :
¢ (x)
; 38 I = } R Wy F et G étant des polynomes;

F (k)

2. la différence de degré entre

(6]

T(k) et G(k) étant au moins égale & 1,.
F(k) est un produit de facteurs (k—p)2 provenant d'une ligne de photon et
de facteurs (kmp')z + m2 (ligne d'électron Yoo

3. L'intégrale est prise au sens de Feynman sur les pdles.

Démonstration: On commence par l'intégration sur la composante k du qua-

A
5“\\5 ) drivecteur. Les pdles sont alors sur l'axe réel. Consi-
B e dérons d'abord le cas ou toutes les paires de pSles con-—

AL /i ;f'?“% juguées sont de part et d'autre de l'origine. L'intégrale
\\\hﬁ | : de Feynman c¢st alors suivant le contour indiqué, et 1l'in-
1

tégrale se raméne immédiatement 3 une intégration sur
l'axe imaginaire ou il n'y a pas de pSles; la condition sur la différence

des degrés de G et de F assure la convergence.

8i certains pdles sont tous deux du cb6té de l'origine (pbles déplacés)

- . Q * . . -
ceci impose pour le vecteur k l'inégalité (k - p)235;;pg , ce qui limite
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->
ﬂ‘ ‘\ le domaine de l'intégration du trivecteur k.

/'—, L'intégration sur les résidus qui apparaissen?’

- —)5———) lors de la rotation du contour de Feynman
L]
[

P

-3 ]
[

V¥

A donne alors une contribution finie.

\“.’WE-F)‘ Poi-\“{_r,zl Ecrivons alors les types possibles de

diagrammes divergents en donnant & Oe, On et Ov les valeurs compatibles

avec la relation

% 0, + 0y +0 K 4
Oe Oé + Ov % Oe +E 0T1 + Ov divergence
|

2 0 3 linésire ——>—O—3-
2 1 6 logarithmique )O‘\A
0 ¢ 0 quartique @
0 0 1 cu‘[aique —— _Q
0 2 2 quadratique - - -O- o
0 3 3 linéaire b_..__

I’ A -
0 4 4 logarithmique ;O‘,

-
~

1
]

La divergence Q est nulle d'aprés le théoréme de Furry (voir
plus loin) ainsi que —— -f')f par l'application du théorémc de Furry

et de la conservation du moment.

Etudions 1'énergie propre du vide @ etc. (G1)

\G/ Ce diagramme intervient dans un diagramme total comme

une partie séparée du reste, et par conséquent il n'y a




- 13 =

pas de variables d'intégration commune 4 cette partie du diagramme et au
reste du diagramme (G), donc

Moo, = Mg - My

1 1

. ot
G, ainsi L M= (; M connexe) (:MG ) = A (ZMG connexe)
1

A est une constante qui représente l'énergie du vide. L'état physique du
vide & 1l'énergiec EO’ qui serait libérée si l'interaction des champs cessait :

iRy S at . .
A=oc¢ est un facteur de¢ phase constant qui provient du chan-

gement d'échelle d'énergie, mais ceci n'a pas d'effet observable. On aurait

pu 1'éliminer en introduisant un 10&me terme dans LI .

Théoréme de Furry.

Pour toute partie du diagramme qui n'est reliée au reste que par

des lignes photonigues, par exemple

r
il y a deux orientations possibles pour la ligne électronique

fermée; si M et M' désignent leurs contributions partielles, 1 le nombre
de lignes photonigues, on a :

u = ( -1)t .

Prenons le cas simple

1

'
\

drboe 44 8 wads | —1 Y 1 ¥e_ 1§
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e
. T v N
) ﬁ\' A-b M o . Ty I \h | c 1 ]
”'6"’/ ‘\ 'Jf st lyy ?s’_w 0° e 0 =
;"—':'_
& ~ i’)
/31 o “\
P R O ) brﬁ SR X
Iua.lsTr[ABCD‘\ {D“C'B‘ﬁj:ﬁr[DCBA-.j’

D'autre part 2[ ;_ o2 TQM .

s

Comme T» {}. AR~ T = 0 , & moins gque tous les indices soient les
i 0 Bk pe

mémes, cu égaux 2 & 2,

.h\
;rr.é B U .,l D CB J'i-‘ pour des matrices de Dirac.

ds Tri‘ghzzy‘g ﬂﬂﬁ"’Fﬁf“ff"_ 5 “}T‘}F:ITf E, :}

e
L’ e e a

*{voir page 14 a)’

Maintenant

1 = }! 1 "'P"
M P s
i A s o b Avy+d-1ip
d'ot
- ¢ I',, 1
e ) - Tr[ 5% ~ Lt 55“5;’—}%;5—1055::.@5
9 w/ \'
Zip o b 50
o 1 ¥ 1 b -;-:
S S PR S G e St R B EPE D Ve
(] -
I 0 (0 (L1 P
cary

- ¥
f’50‘;(,|!5 T oon
Lo fait essentiel dans la démonstration est que l'interaction & un
sommet anticommute avec 3:5 i
Ainsi si 1 est impair s Il = -~ M'.
Oa ne doit donec pas concsidérer les diagrammes avec un nombre impair

de lignes photonigues.



{Brvatum page 14)

Ceci ne diffdre plus de M que par le signe de b, c, aux dénominateurs.

Mais s étant une variable d'intégration

A s 1 1 e 1
M' = ...h[ d [j:;# ~ if~x’a B H* \( - f =% = iPkYb]
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Le théoréme de Furry nous laisse pour seculs diagramncs divergents

les 4 types svivants

= r i
L}
g ﬁp Oe degre total de la divergence
i 2 e
A« Energie propre Ju 1 P
tor . . L N 5
photon E 2 0 ) guadratique
B. Diffusion de la lu- N
miére par la lumidre 4 0 5:)\~ Lhogarithmique
! 1 =
C. Vertex part 1 2 logarithmique
P
'-l"-—"\l-'--"L_ l
D. Fnergie propre do T (i B
1'électron l 0 | 2 = linéaire
!

Ainsi, il est maintenant facile de caracitériser,par simple inspec-—
tion de la manjére dont elle se rattache au reste du diagramme, le degré de
divergasnce dlune partie intdricurc, ou celle du diagramme total, en dénom-
brart lz nombre de sces lignes externes. Nous all-ons faire usage systémati-

-

quement de cses provriétés dans ce qui suit.
11 faut mairtenant définir le procédé permettant d'obienir les
parties finies correspondantes aux quatre types de divergence A, B, C, D.
C'est ce que nous allons examiner. Nos arguments seront essenticllement
basés sur la nature iensorielle des quantités étudiées et sur le degré de la
divergence. Nous supposerons toujours que nous étudions des diagrammes dont
on a su éliminer les divergences correspondantes & des parties entié&rement

contenues & leur intérieur. Nous supposerons que ces soustractions ont

déja été effectuées.
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A. ENERGIE PROPRE DU PHOTON

Exemrle de diagramme.

L'opérateur d'interaction qui agit & chaque sommet étant\ypﬁ \F&,

o f
4,

——— e

- - -
Soit {ssj l'ensemble des variables internes assocides aux intégrations de W.

Le forme de 1'élément de matrice M est la suivante :

facteurs externes a W, pouvant 5}“‘ {\,ﬂ (M )
M = comprendre par exemple 1l'inté- > 5 “'F”

gration sur la variable de mo- k k

ment k f dk ... “P

M est ainsi un tenseur dont il est facile de prévoir la forme

- {ﬂ[....(asgm[—wy )} R

) =J as W, (s X)

W’Av
Si W a n sommets, il y & : n lignes électroniques internes ( 2 Ie = 2 n)

puisque 0G & 03



& %

n 2 lignes photoniques internes
I =n - 2, puisque Op =2 ).

( P
Il y a ainsi %- variables de moments interncs indépendantes et W’M\, a la

n rojl

forme d'une fraction rationnelle dont le numérateur est les différentielles

de n/2 variables de moments, le dénominateur étant de degré (n) + (n-2) = 2n-2

& cause des facteurs de propagation -—Elf- pour' 1es photons,
1 pour les électrons.
- i
On extrait une partie finie de 1'intégralc totale qui est quadratiquement - ¢

divergente en prenant le développement de Taylox de 1)(5, k) autour de

k=20 ai

1
W (s, k) = ¥ (s, 0) +Xk, {a% W (s kE]kzo taky K O s
Alors

4 a az -
s L#te, 0 = (s, 0 - ku.("a‘g;'— Mo k) o~ 3%, kﬁ(wﬂw(s e

s

est une intégrale convergente.

En effet, commc nous pouvons le voir par un raisonnement qui nous
servira pour les autres cas, le reste du développement de Taylor est propor-
tionnel & ) - —

¢ U <) i
lkdkpkg[\ s (31{|k=%‘

Mais comme chaque k apparait dans l'intégrande sous la forme k + s ol s est

une certaine vombinaison linéaire des variables (s), cela montre que

hE

9k, 0kpdky
W (s, k).

W (s, k) a 3 puissances de s au dénominateur de plus que

Résumons
1. Le degré de divergence de la s-intégration totale (sur toutes les
variables s ensemble) est véduit de 3 puissances de s comme résultat de la

soustraction j cela suffit & rendre 1l'intégrale convergente.

2. Le degré de divergence de n'importe quelle sous—intégration sur
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certaines dos s-variables ae sera pas en géacral réduit par la soustraction,
parce que ces s-variables rsuvsnh ne pas se¢ présenter coutiliés avec k dans
1l'intégrarde. Cependant, il rne pcu’ pas etire augmenté par la scustraction.
Par bkipothésc, toutes ces gous-intdgraitions ont été raadues convergentes
auparavant, elles resteroni donc convergentes aprés la nouvelle soustraction.
On sait & priori quoc 1'élément de matrice est un invariant relati-
viste, ce qui va nous permettre de préciser sa struciure. A cc stade, on a

T ‘f.‘ .-L - . # .
2y (W) =1 ;‘: (W) + jaé W oay (85 0)

B I{f;\ . _,‘
[ " ¢
+5 488 kkk [ e W (s o)]
"~ . N I, L. ¥
4 L S ]
ﬂfln"l (w 3 il
B) + Ay +E, T +=k kT « {2
U U ) AvT P CapuT 2T 3 *dﬁ};\_u (2)
£ atant une constante.
. ( r ;‘J -', s \ -
Towy = ) 0sis— ﬂ$t“ k) e Lo est un tenseur du 3éme
k N
ordre indéneniant de k , dore ru
& oy &
m =1 4 S R | oot + d
Lo Ay ag = f el B = (s k) _ ¢st un tenseur du
L8 A Lik, tka v k=0
S

4éme ordre, aussi indépendant de i et symmétrique en © ot (3 ;
La forme générale de ce fensEur constant soraii

r -~ r
TWBH? = ﬁf .1v + D dd“ Jﬁv + I ﬂn;(%y*Fidﬁ”v

-

avec €, D, E, P, des constan’cs ol £ est le tenscur du 4éme ordre

st finsv

complétemnent antisymmétrigue. Mais 1a symmétrie en o et fa ontraine

F=0, "D=E, doht

r . L
T“E‘F-'-‘*’ -8 Jﬁf% ¢y F D { ‘Ye-i A ‘T;}v + Jo!v 34‘3}1--}
G 12 ¢ 2
MFV ) = QFOO ﬂ“ wlg & dpv +Dsﬁﬁ‘&v.

L'invariance de jauge va nous permctire de découvrir une propriété supplé-

mentaire des coefficients.

Supposons qu'a l'ine des mtrémités de W agisse le psecudo—-potentiel



- 1Y w

M lf,}{,!’ &
N ol
PRV T
3 -~
\, /‘__,..—«..\ : )
_ 0N Y A B
- [ K -

Liélement de matrice, d’une pari, Ceit &tre nul, d'autre part, est égal &

" (i) by

Cn doit done avoixr

fini, 2\ 2
pe el gL L " f" Fie ™ 2 - T _ a =
kK L) +hky (LK), +(DE) kK, =0
: 4 . -~ -
Tr s .. i < arArni : / 2 3 .
Mais pour k au voisinage d2 C, &, ,, est certainement dfordre k™ a2u moinsj

on l'a, en effet, construit en soustrayant les deux premiers termes du
déveloopement de Taylor.
, s 3 5 ; 3 2
On a donc une identité alzdébrigue ftorme & torme jusqu'au terme en k &

H =0

e e
!

. " Fing
D'avtre part la forme cu tcaseur H |

__Ffi. .j. J’_"\ 2/ :‘\ (\: Lo {:_2 L .
ot v )l =F ik ) Savt Ok ) 1'..19,\ Ky o
. 1;.A-ini ] 1 3 A A3 +
On doit aveir auszi k, H pv = C, d'ou 1l'on cCéduit :
"
g i',-?' 2
& \lL ) = - G I:l{ )
5 el F i B
vt i a0 b il z
binsi ¥ r_ﬂ:' (w) = 7 (x7) Sy ko= kn'kv_j
i £ . ’
Eing . :
evec F(0) =0 car i, =90 (k&”) par counstruction.
=

- o

C+F (kz;}i
la fouction F (k™) étant finie et calculable : d'ol notre r»ésultat final.

¥, .= (facteurs externes) —1--;, - (k2 L(w-- kfa.kv ) x' % C +F (k2ﬂ
o Bv k™ k2 : Le w W

Le contre-terme pour cette partie w G'énergie propre du photon est fourni

par le terme 5 dv lagrangien d'interaction :

F " A
\\ 0 P //,_ 1 s » . v c i{}ﬂ,u - '}.«'l.h, i |DA§"._. aAv
~ (A K i 4 " *s4.v* Ry, 4 ¢ 7 1 D
e = M= = = f I\_J v éa.‘x'.r.&;u \'l}th {-xf,l,

//,f’/gﬁ ’A\S 3}§\“N~

.
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Passons aux transformés de Fourier. Sa contribution est de la forme :

M' = (m&me facteurs externes a W) 1?\ Jﬁp [JAF S,\y k -)

<p
[JW %, - tgf, %p]x-%c.

Le facteur - -;- C est en fait 2 (--;T C ), parce que dans le diagramme

o X / avec F,, F opérant en 5, il y a deux maniéres de
‘T, s Ay o)
of P pairer les opérateurs F, f‘v avec les 4, et Ag,

aux deux autres sommets. D'ou

4 2
iﬂ':—%C( )_1_2__15(5}“,1; —k’_‘_kv)
P

On voit ainsi que l'on pourra éliminer CW dans 1'élément de matrice M et ne
garder que la partie finie.

On comprend de mléme facilement le r8le des contre-termes (6) et (7). Exa-

minons~le rapidement.

e
Pour (6) - 1CF, Fp,

>______"*”i‘*’<‘; W

yEY

L'élement de matrice correspondant est de la forme ( par un calcul analogue
au précédent) :
M=z(facteurs e 1
( e o 4
oi e, provient du champ externe.

. Iy

Ky ky ) x (0, + B (k7))

On voit que (6) pourra éliminer la constante Cpe

U/,,qf “{/ W > I!IA’E Y/
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La forme de 1'é1ément de matrice est de méme

e ey (6 fuv-k,k,) (0, +F, (%))

Or, le terme (7) - 1C F?‘v F?Av éliminera encore le terme en C,*
4
Arrétons-nous & l'interprétation phyzique : 1le terme fini Fw (kz) est ici

un effet de la polarisation du vide sur le champ externe. Zn effet, la den-
sité d'énevgie du champ externe est

-1(1+F (k2)) Fi’“ Fitv ol le premier terme est la densité
d'énergie dais le vide et ol le sec;nd a la méme force que pour un milieu
diélectrique (dispersif).
On pemt appeler 1 + P (kg) la constante diélectricue du vide. Les paires
du champ électron ~ positron cu vide agissent comme les atomes d'un solide
et dispersent les ondeec électro-mégnétiques qui s'y propagent. Pour
une onde luminecuse A°(x), en ltabsence de charge, on a 1'dquation de
mouvenment

d 4°(x) = 0, soit E° = Us

Or, on a défini F (k2) de sorte que f (0) = 0. Ainsi 1'indice du vide pour
une telle onde est égal & 1. Les effets de la polarisation du vide ne sont
donc observables qutau voisinage d'une charge ci l'on n'a plus k2= 0 et

done F (kz) £ 0.

D. DIFFUSION DE L& LUMIERE PAR L4 LUKIERE

Forme du diagramme 3
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¢

Désignons & nouveau par i.s]- l'ensemble des variables internes. On voit
i
que 1l'élément de matrice est de la forme :

I = (facteurs externes) x ,{ ds J (s, ky k,

Apvep 3 4)

Ainsi, l'on sait que
J est un tenseur du 4éme ordre;

J est au plus logarithmiquement divergents

(op =4, O, = 0).

Pour mettre en évidence la partie finie, nous écrivons
(sk,lk Ky 4) J”“,f, (s, 000) is +f "P f(s 0000)
\ vV

Jflnl

S

Apr

tenseur du 4éme rang ne
dépendant d'aucun vecteur k

On a donc la forme

fini 4

Tapve t f‘PJ dyp +an 5”'} VB L,
lfais la théorie est invariante pour un changement de Jauge. Supposons qu'au
sommet 2 par exemple agisse le pseudo-potentiel /\
On en déduit 1'identité : i

r—
F
kzvlJ)‘!Lv? +nooas] EO

J° est un tenseur qui est nul pour les ki = 0.

On en déduit A = A' = A" = B = O.

Remarque : En fait, JAPLVF est la somme des contributions des diagrammes
G obtenus en permutant k k 3 4parmi les lignes de photon.

Cas particulicr.

Pour la diffusion d'un photon par un photon, & 1l'ordre le plus
bas, la somme des contributions des 3 diagrammes est finie, il n'y a pas

besoin de soustraire.
\ A i \ ’ \ /f
’ s
\ Fd ?‘ \\'1 ..\ _fg \\,_1__9___‘1 3

kL., "\ () PN L wne
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Du point de vue physique, ce sui est intdreasant eat Ll'intcxvention d'un

potentiel externe & certains des sommets.
\

N

{>’ ‘(\E ne contridue pas (Furry)

Mais
N
~
N A,
; “et les diagrammes qui s'en déduisent par permutations
[ des potentiels externes donnent un effet fini (effet
e QDelbrﬁck).

C. VERTEX PART

Nous désignerons par /',‘!u(p p') l'opérateur correspondan

pf
e
a y
P 9= b-p
Forme de 1l'élement de matrices
#
M=(facteurs externcs) | as Qyp (py P!y =)

Comme la divergence n'est de nouveau que logarithmique,

i{ds I:Q”_ (p Pr,s)—Q,_.,(OOS).‘I +jds Qiu_(OOS)

‘[d s Qt,(O 0 s} est certainement de la forme Ll&i‘ puisquiil faut que ce
soit un cnsemivle de matrices de Dirac se transformant comme un vecteur.
Soit donc

,fini

M
Mais on peut aussi choisir la séparation A H(p p') + L Ef‘*' avec la

(pp') +L'g&&.

condition supplémentaire /\ P‘ (p p') =0 si p= p' et (ﬁ - 1};) = 0.



En effet

Ay (pp)=a(G) y +306%) (F-1p) Yu.

a . ¢

On fait passer A (p2) avec ¥ - ip = 0 dans L' :

L =L"+4 (- mz)
Ainsi, ici deux étapes :
1 soustraction (sans interprétation physique du terme avec p = p' = 0
2. transformation de L'.
Remarque : Ward use une méthode différente. Il soustrait

jd s {Q H(P p' s) - Q " (Ds. Do s):l ol p, est la valeur pour un
électron libre. lais les formes possibles d'un tel terme sont plus conpli-
quées, car p, est un veteur et 1l'on doit écrire L U}*+ i p°H+ A
Par contre, la signification vhysique du choix que nous avons fait (L, ﬂ )
est simple : il signifie que les corrections radiatives tendent vers O
pour les trés basses fréquences.

On voit facilement comme plus haut l'action des contre-termes cor-

respondants :

- ; __.__/L,_ L ’-@?,A/'[*] Dans notre résultat précé-

.- i

\\74( " dent, le terme avec la
v i
t

constante L sfélimine. I1

._G.___;_\_‘.;]i__q... ﬁ___,>:/.ta L{.’? f’\e"«y reste la partie finie AP’

&

Remarque La renormalisation du vertex est sans ambigllité parce qu'on
a pris la convention que la correction radiative doit s'annuler dans la
limite ou le moﬁent et l'énergie du photon tendent wvers O.

Les résultats sont encore ici indépendants du choix des s-variableg
car f d s LQ (pp's)-Q (00 s)] est une intégrale absolument

convergente, et un changement de variables ne changera pas sa valeur.
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Dans la théorie mésonique, la renormalisation du vertex est amtigilie parce
qu'un méson nc peut pas avoir une énergie nulle, et il n'y a ainsi pas

de définition "naturelle" d'unc limite passe-fréquence.

D. ENERGIE PROPRE DE L'ELECTRON

-'\
—( e

Forme de 1'élément de matrice :

Mz(facteurs externes) JrR (py, 8) d s .
R est une matrice de Dirac. La divergence de 1l'intégrale est lin&aire.

Donc, on soustraira

Jlrea-20,9-2, [—g—p— Rise) e
¥ p=

JrR (0 s) 4 s ne peut &tre que la matrice de Dirac identité soit Y '1'.4

Quant & j[_.;‘l___. R (p s)l d s , ce terme est de la forme B! Ei_ .
app =O }‘A
Ainsi

‘fR (ps)ds-= gl +Y' I4 +Blgf1~ P}A- .
Nous allons redéfiniz les constantes, de maniére & ce que les effets d'é-
nergie propre soient nuls pour un électron libre.
JroaaeYesth-1p) Lo0-1p)
On peut de nouveau faire queZ"(p) = 0 pour ¥ - i po= 0.
Le termeZ(p) est fini, et complétement défini par la condition

précédente.Il est facile de voir l'action des contre-termes.

1‘( est é1liminé par le contre-terme (8) Y \{f\}’

>
8
Y J
. i ¢ o .
B (g - 1}4) est éliminé par (9) BY (FFH ipe )Llj
s iy la transformée de Fourier de l'opérateur différen-
yd -

tiel donnant le facteur ¥ - ij.
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I1 nous reste encore deux questions a traiter :
A. Vérifier 1l'invariance de jauge de la théorie et la consistence de la
renormalisation de charge pour les particules chargées.
B. S'assurer que dans 1'élimination des divergences, on peut se ramener

au cas ou tous les sous-diagrammes divergents sont correctement ordonnés.

A. Nous voulons montrer gque Z, = 2

2 2

ou encore que L = - B.

Soit F(p) la fonction correspondant & un diagramme du type

F (p)

Considérons la classe correspondante de diagramm:s obtenue en insérant
une ligne de photons dans les lignes électroniques internes de toutes les

maniéres possibles. Soient G 4 (p p') les fonctions correspondantes
'.

r,t
v 9
!
I1 faut trouver la relation entre F et G pour pouvoir établir un rapport

entre L et B.

Reprenons la ligne ol l'on a inséré un phdon. On peut choisir les

= . b+t variables de moments de maniére &
X - ¥ -,
P+E v 9 :f“;P avoir la disposition de la figure
1
avec t =4 combinaison linéaire des variables %}

s1 - 52 + 53 see ETC

Alors on a les formes



1 1
G }L(p p') =jds (7y) ( **———5u —-——-} (F,)
! i "

I_:I Lﬁ‘d-ﬁj—lfr." '_'{5+‘?.{
( !r 1 1
P(p) = j ds (7)) [— J (F,)
34 1 P {‘24 + }! -4 F ¥ s D
J F(p)
Calculons ——— . Ce calcul s. raménc & celvi de
Pa
H
-
P 1 = - lim 1 ! ! [§5+3§.+2’—1
k) . f 0 _m—‘_‘-f“ ‘-f_-‘ . /F‘
} Py P+t -ip 0 &y Lp+#-1;¢.
i
il 4 y ) )‘ '
= (B # =iy} - = =
P + fox 6 o4 l“j _j
i \/ :
e
pHEodip T P -1
D'otnie
g ¥ T ) K te sur toute la cl
- _ﬁ:q;—— = wlop c > porte sur toute la classe
de diagramres associés a F.
Ou, en sous-:.ntendant cctte scmmation :
- 0F =6 “ (p p) (identité de Ward)
T
Par ailleurs
~ , S
Y =BY 4 B, + Les (F-ip)
2o 2 l“l 3"1' :]
Qi’su L% PL&
f Foo 7
= lﬁ“' 2} P, = ;\ ;}( P P}j
Pour un 2icctron libre ﬁ =1 }}. (—ri\ .L({“ ;) = P

d'ol E=-1L
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©
pr
N, S
L
/
L;/’T' w 3
A Aok
_-_...-...-_2-_........._1 {as -s}»l."a'\ I
|2 N ‘.af; o B
A ; ‘
N S
- L

1'argument de la page {(25) siappiique quand la ligne phosonique supplémen=-

(o
a3

taire est inadérd une des lignez électreniques 1 2 3. Los lignes 4 56 7

portent des memonie fnddpenlants &« p. Mais cu peut ajouter p aux vectours

monents de ces ligacs sans »ien changer : c¢'est une gimplie redéfinition
] 'q-q'\—\--f-'hl’) a3 ATt doendd A g v PR PR £ s JPR
ozs varianles d lutegration: Vil est aleors ramené &l Cas precedlint.

Bt P b oS ) e e T e A - e e, o . » -

On a mont2é que les divergraces de G, (p p) sont sans racouvroment
£C8 Aans 1 oxdie rTioea ddfinie 11 reste 4 prouver
aue les différents contre-tcrnmes associée au dicgramne ¥, wuand om 138 nodifi

aclition 4'une ligne rhotoniguce d: maniére corrsopendante au traitenent

de F, preduiscent les itermss récessaires pcur enlevsr les divergences de chacu

des C " (p P ). Hous ne e #rons pas. Il est aisé de s'en cconvainere avec des

exemnlaes, Ainsi

; ge—5
__‘d_ {:l;‘l + Con'ﬁrb—tel’:';’.e-':n) ::!_?’_ ‘(CI_LJ. + contre-torn S)

o la sommé de dreite est finie. Ionc (F + contre-iermes) est une quantité

finie et bien définie.

Nous zommes mainterant en nmesure de discuter la consistance de la
renornalisation de charge. Rapnelons que l'on avait

; -1 ,1/2 = ,
_‘_:_.‘?__. = Z _j 22 Z j e t i 3 = 1 -1 C
G

C étant le coefficient des contre~termes do type 5 , les diagrammes corrss—

pondents ont la forme de

. .
“Wm“_ﬂfﬂf/

- e e e
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Ainsi & ne dépend que de Z3 si Z1 = 22 , €t 23 ne dépend que des proces:
[
avec des polygones fermes.

Si on a deux sortes de particules chargées, électron et méson TT par exemp.
pour chaque champ interagissant avec le champ électromagnétique, on défi-
nira respectivement los constantes de renormalisation

- Zi Z2 Z3

X 1 t

Z1 22 Z3

Z1 décrit par exemple les propriétés particuliéres d'un électron
1
]

tandis que Z‘1 décrira le H |

!\q'
J“\’\ 4

W\r’l/\f\/“i - - == EW/\

Ainsi, en général, Z, £ Z%

4 1
%2 # %

Mais 7, devra décrire la polarisation du vide, gu'elle soit dfie & un é-

3

tloxtron ciun méson. Par exemple

0% §f¢%*b%;_____{//£(f AO¥
i”p%af"f ‘

Wouwe

donc cn doit avoir Z3 = Z

Z

]

Comme Z1 >
Z% = Zé , cela assure la méme valeur & la charge renormalisée de

1'électron et du IT .

B. Nous allons maintenant examiner si 1'on peut définir un procédé per-
p P

mettant de soustraire/les divergences infinies correspondant & certains

/ dans un adre bien déterminé
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sous—diagrammes d'un diagramme donné.
Prenons d'abord les cas simples ou les divergences correspondent a
des parties séparées ou entidrement contenues 1l'une dans l'autre. Par

exemple :

la divergence 1 est éliminée par le diagramme

A chaque étape, les intégralecs restantes sont logarithmiquement divergentes.
Ainsi, quand les parties divergentes sont contenues les unes dans les
autres, on peut prendre comme r2gle de toujours partir de la plus petite.
Dans l'exemple traité, on utilise chague coefficient de L successivement.
La raison du succés, c:est &ue dans tout processus, ce sont essentiellement
les m@mes corrections radiatives qu'il faut faire, et celles-ci sont rendue:

finies par les contre-termes avec les constantes L, B ....

Prenons un autre exemple 2

s W

Avant dlenlever la divergence (3), il faudra

—eeGh O
\\q\“i enlever la partie d'énérgie propre de sa lign:
~

de photon.
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Mais -emme elle ech ombidreman somtcans dans (3), donc séparée des di-
vergences 1 et 2, cela nc ciée pis de difficultis surplémentaires.
On peut dl'ailleurs commericer par 1'élamin:er.

- ‘,J,'/

~ ##',,,.
\u.:;‘--____gr/ : *Gﬂ
/ HIHI\I\R

On voit comment se pose maintenant le probléme : étant donné 2 parties
divergentos, D1 et D2, il faut pouvoir préciser dans quel ordre on doit
les ernlever.

Deux cas trés simples diudord s

21MQ__D2_ ¢ Neus dirons que 31 riont avant D2 ¢t i1 faut commencer par en
lever la divergeace assaziée & D!.

2_5*g ¢+ (ela se traduai aznalytiguement par le fait que dans 1'é1é-

ment de matrice, les intvégrations ccrrespondartzs aux deux parties D1 et

i D

D2 nion® pas de facteurs communs. L'ordre est alors sans importance.

Raste lc cas cxzneptionnel :

\ -
D, / D, Ly . D1__z__p2
Egggnlu z
N i3 ,
i', 4'#;6‘:‘1 ] :\‘\ t'l
7
I
I R 1tn&3 :twj?tb—---~w—— 2
4% H ' 4 -%
{:‘i‘::"\; '“: ::/’f':i.!l:z
A-t,
{.1
I1 y a Aeux divergenc2s logarithmiques ;J d *
% ¢
5_§d t}

‘f .
jG b, Aty Aty F(5,) GO (v, ) B (by) Bty t3) T (8 6,) K (t,).

-4 2 1 ~ 24 i

On a d'ailleurs le sablexu des divergeunces



if 4 4 ,!rn r,‘l - a':l e ) !

iil b, a t, z ja 4;3 ;,L1;1c1,3 !J.u?th EJ!E‘.t1c1*szc’d:3

s —+ : B :
degré du numérateur L4 - 4 i 4 o 2 g i i2

4 I 3 T x

- SSIOR. SRS A |

¢ f i , ;
degré du déneominateur § 4 | 4 g 6 8 i 8 I 10

i ! j E I

i oo ..g“,.m‘ ..... S 1_ .
divergence iLor ‘ Log ﬁ Cwu | Log } Log quadratiqu

i

1

I1 existe deux méthodes pour

t. Salam.

traiter cec probléme :

C'est la méthode directe . Ellc consiste & écrire les intégrales dlordre

quelcongue et a définir sur ¢

2. Ward.

1les un processus de soustraction sans ambigliité

C'est celle gue nous suivrons. Ell:s conciste & réduire le traitement des

parties d'émiziio propre & celul des vertex—parts.

Quels sont les types possibles de divergences: mirt-s?

a) 2 combinaisons des fypes de diagrammes C'énergic propre ne

peuvert avoir une portie communs A meins gue l'tn ne soit inclus dans

ltautre. Par ecompls, »rerons pour D, o S ...

IED

S D1 A D, £ 0C, D, contient une des dsux
= L

lignes électroniquesiﬂ mifg de D1, il

L
contient donz 1l'autre — donc contient D1.
b) De méme, pour les combinaisons des types
(1, 3) et (2, 3). Ainsi, ona deux types seu-
lement de diagrammes ou figurent des parties

divergentcs ayant une partie commune, mais
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qui ne sont pas contenucs l'une dans l'autre; elles résultent des combinai-

sons (3, 3) & saveir s

Energie propre d'un photen ¢ - - — - - g\

1
i
1
I,
)

Pnergie propre d'un électron :

Par conitre, tout vertex part ne peut contenir

de divergences mixtes gque par inscrtion de

parties diénergie propre dans sgs lignes internes.

A1
1{: : P F R o
o - !/, P

s

Soit F (p) la fonction correspondante & ce diagramme. Nous pouvons toujours
supposer que les variables internes associées a la ligne €lectronique ou-

verte sont de la forme # + ﬁ . On a2 vu que
- X
a F(p)=} 6y (pp)
d Pu
ol 1l'on considére l'ensemble des diagrammes construits en ajoutant une ligne

supplémentaire.

-

Pour avoir _ d F (p), on prend lecs éléments de matrice corres—

d P
pondants G u et 1'on fait la somme. Mais 1'abolition d'une ligne externe

dans chaque diagramme réduitl la divergence, et comme c¢lle transforme le dia-

gramme d'érergie propre en somme de vertex parts, les divergcuces internes de

ces derniers peuvent 8tre traitées sane ambigliits

AP N
£
~
.

s

.

enlave la divergence gauche,



2 M=

ot — vnlevs la divergence de gauche et 4o droive.
~
at
BSd
’ TN i s e eniéve ta diverzenco de deorbe .
Nt ’ i
A7
La raiscn Qu suce3s de cetto wflirode 22t jue l'on ramplacs un rroduid  (F)
axr wae somnd de termes G en d3rivant,; ce i sdpave lus disergennes et pexr-

- L ] = Lo ¥ - B . R - . - - - =
met o dliminer celles gui Figusent encore duns chacue cerme e 3 ol elles

=

Y - s b may s bl ] Ty e
L a saors & L) en 1ivtegrant

Foipt ‘.'.'fr; o G - A
§ b
Les conditions aux iimites scent que F
pour un €lectren iikre. Or G " stannule aw premicr

de prendre 2

sD .jpu gtant la waleur Ge p pour un
} G " d p  4élcctron libre.

. ! b1 A 7 . & . .
Iei Gﬁ*kp P) cerrespond & un processus phyisiqie mais i1 n'en est pas toujours
de m8me, comme nous allons maintenanrt le voix peur ie cas de 1'énergie propre
d'un photon. Le f'ait essentiel est ici quien modifiant unc des lignes élec~-
tronigues de l'un Ges wvertex paxts preduisant la divergence mixte, nous avons

4 X ¥

suppirimé la conbinaison de divergenses Irntcrcnes qui dosnalilt celte divergence

nixte.
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p (k) contient des facteurs de type g S

a g - LB 1 .
—— donne pour chacun un terme de la forme -——-———— ce qui ajoute une
d p (B - ip)

puissance de s au deénominatenr.

Caleculons ==~ p (k). I1 faut prendre chaque ligne et addi-

jd 8 est convergent,

}d 4 oegt vne vertia vand gue 1'onm galt traiter,
%L’ﬁﬁ ; o " :
.. S dez wioe on chanzeant le ré8le de s ot 4.
P, 3, Np———
"\ | ,r"’
\\é/ Tci les divergences partielles ne sonl que logarithmiq

I1 suffit de différentier une sevie fois. Les W“{k),

PR

—_— £N. ... Dbien que nfétant pas des veriex parts, et comme la

différentiation permet dlouvzir suscessivement les
lignes électrcniques, se comportent comme fdes V
pour l'analyse Ges divergeances iantérieures.
On peut ainsi calculer les wfv(k), éliminer les infinités qui

y figurent, ¢t ensuite remonter aux fonctions P (k) cherchées.

el
fini A T B
PRK) = ] ow (k) g + f (k)
Lg

la fonetion f£(k) étant izi arbitraire.

iy 2 ; 3 ) fini .

3i l'on posse & la limite des randacs masses, P (k) doit

Find ; 5 :
tendre vers 0, car F s {%L} . 11 es% Gonc toujours correct de prendre
e O
. fin i oty s IR
F (k) o g wll) RS

Pour terminer, réswmons nos résulisats @

22 renormalise le mouvement dfun €lectron ¢t laisse vour les corrections

i/fﬂ‘\\ radiatives une partie finie de la forme

———t e SRS

N
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(4 - i}t) F (p) avec pour coniition de définition de F(p)

F(p) =0 sif=1 o (&)

!/'“\ 5ok >
== s | . 2 {k dg¢v -k, Xy ) G (k)

3 G (™) =08si X" =0 (B)

n

; 1
P 'h“"\-
s L] - # A}
] ' arnne By i !
"'""‘-‘-'-—"h‘ . * i \E P
Ty

4
i
o~
)
S

las conszantes dc ronorma-

lisation 31; Z

L L]
2> 73

4
L

.. G . e -
501t\#8 (x)es. licpérateur de champs renormzlisé dans la représenta-
» ¥

tion en interaction {I R) ol les équations de mouvement des opératours &
champs sont celles des champs 1libres.

Soit W H,
1 ¢t \

@
tion de Heisenberg : les équations de mouvement sont celles des chanmps inter—

3 liopérateur de champs renormalisé dans la représenta-
/
agicsants.

Considérons les éiots a i élcction.

Notation =

%pﬂhzb éta2t d'un électron non interagissant avec le champ de Mawell

nga,% état d'un éluctron interagissent.
C'est la fonotion dfonde drns larcirésentaticon en interaction
De néme
lo> vide des chazmps sars interaction.

]0 -2 vicde cdes chamrs interagissant dans la représentation en

interaction.
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; K .
'] l *, -
Alors M =€TO { H;ﬂ (x)’ » &,/ 2st 1l'smplitude de probabilité pour la des-—
- s - Lan) s
truction d'un électron dans 1'étéd Ep u‘> et mesure en quelgue sorte 1l'in-—-

tensité de champ électron -- positron pour la créaltion dune particule.

N
On a oussi
' :
TR
1r # H i -y ag = R
o =\O y "‘g{ﬂ (X,‘! »u 245 avee 1t = ¢ Xo

Nous pouvons calculer il par le cdéveloppzment gque donne le thécrie des pertur-

bations.

L)
(e, 4 v 3" k
) L S | E“ - £=-
M =‘ ' wZawe 1} Y e s i S 5w ell % 3 C P R pHY f.‘{ ) P
N g) —T:. 1 } 'i E ‘J '{1 "“:L&e; E ?eri + \- IT’
v;w ‘—,'n_("' i o
A L a4 N N ot .
%{-‘ A, _an (.{n) ¥ ‘!::’{}:_’p w2

d

les diagrammes Gs Feynmen correspoxndants ont juste l'alliure suivante

Vo s e W il 5 | SR -

’

\ o ‘,F/ -
X P T— =
Or la contribution totale de tels £1léments de nmatrice est lo somme de tous

les diagrammes d!énergic propre de l'électron. Chaque diagramme donne une
conpribution de la forme :

/! . \‘)
g_;__l___ F (p) (1“1;.5.)J

L)
et la limite de toute llexprossion sous le signe /4 . bour ﬁ = i ?; est O
a3 M (4 S
puisque ¥ (i ?& ; =0
Reste 10, ST, A

Fae pnd s i
D H 0,% IF = - O 1 ﬂ,f f..,_y i nou e s et g P o -
[ 1Y ("'a: i ‘ v [ { X ._.;'l A

Ainsi

I

CX,
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iser, on n'avait pas cette propriété. Par exemple,

iJ-‘-.
€ 0§y
= "

()] »u)

4
I

(Jf pu) Z,

b
Ainsti on peut dire qua Z2 et Z, sont définis de maniére a ce que :
pour les champs e (condition pour Z. ou B)
T —— : A
obu, By ) PR 3
doilal Six Uy = o W (x >
~ : o’: / g £ & t‘s\ g 59:( ) .o“
o5 _pour lan_champs élestroméeratique jransverse (Z, ou C)
-
PR E o one d \ :
0 7 (x e TR ELETE
{0 ﬁ.%l{_.;,lg ke =0} A,{x)jken
2 3 !
S .
.“,’ g o) ; o AE
L Ui o T &)
Vi g 2 (%)
Cetie dempifze coniticn &'aprlicue snssi & vn potentiel exicime. Congidéex:
ceci rlus en dataill s
- H 2 B ey i
£ 0 ok x) 4 AL (=)0 > of le premicr terme est le champ
e . Lo i}
indvit par la polarisaiion du vidle.

: @
Cn a encor2, ¢cu premier ordre en 4, par cxample,
e - <
%, ] o e 3 i
e a2 S i i I' i {
MY o= ’/ y (><2) P [ b .‘i‘&\gj..; S \1/ K ’:J " ILN (x)
o
Le tyre de dlaU“aune gul intervient ici est ls suivant s
AT Ty e
e {1 ¥k T E
X t"-%_.,ﬂ#/
En faisant la somme 1o ces diagrammes oun ohtient
E - ! 2 1 hY
(67 d gy 1 9y ) Fla") -5 ey (q)
a= )
Meis 173 iance Ce jouge é&limine lc termz en QP a, de sorte qu'il
vient, e1 repassant des moiments aux variab dicspace @
& E'E ei \‘ = / 3 = e ] -"@ e
B oo " x . " i
avec P ( - g~} =nul pour o 4gal A O, ciest a diro sans terme constant.

8i le champ externc

le terme en E]

ast prescuse constani,

Pt

) tend

A1nsi

&)

valeurs co¥ncident avec cell

les opérateurs 4'deiseaborg

sout rencrm de maniére que leur

es des cnamps libres.



& A9
vers z€ro.

Pour un champ constant, la polarisation du vide ne créc pas de
charge, mais modific simplement leur distribution, ce qui cst physiquement
satisfaisant. La charge totale est la charge des particules qui produisent

le champ externc.

Four les constantes 7., [ , le type de diagramme & considérer cest ¢
! .

T g,
L AN

Exigeons que la charge totale pour un état & un électron ait la valeur

observée (renormalisation). Soit :

” H l gy s i ¥ = -
qu' I Pu>—\ pulthJQU;)t ==
(& des factours constants prés; en fait, on a 1l'expressicn Q =fjg 1Y)

ce qui exprime que la charge gue perte un élcctron est la mime pour un

8lecrton interagissant que pour un &lectron libre.
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CALOUL DES DIAGRAMJIES RENCRUALISLS 4 L'ORDEL £° f&\4

= -J.e"-z-',{n_\}" —-'Lci'i-" ;‘:e\}l + OL;E-{_;{‘:‘ "':'CLilrrfﬂ(e"‘lf
(1) (2) (3) (4)
4 - 4 o a
1 ¢CF,, 6 F o s G B, B8 - =0 F F
-7 Wy & v c e Y A R S
(5) (6) (7)
= - 7 :‘-‘ g
- h e ;}J \r ‘;J’ 1{: = 1 B ’.-“ ( gr“ '3';5‘:' A )l'
(8) (u)
Sommcts Diagrammes Termes
(1? 2) “O L4 F .ﬂq

: g ] 2.
(1,2) ML) + HpLy + i, + (L2)
A
- =]
(15 2) __—j et \ 2 L‘1 L + (“.”L'\) + 52 ‘5 + MZ-
A “‘-.f;

O i i

~——
4
i
i.
| v
[P}
Y
/\>
{ o
ra
] .
¥ ol
5w
c
B+
o
-,
:_.-.
L—‘
T
=
5
+
—
b'
"h._/
bod
&
Lol

(1: < e
14 A
AN .
(1, 2) ___('/f,_,)_t\____ﬂ_ Mg Ly 4 Oy My + Gy Iy Mg + Ai
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D ¢ _ P
(1, 2) */ \ My Ly + Cp , + Cp Dy My + 17
A 4
A.; r
(1, 2) F (vm+ B,) (&, L, + K;)
2 ° e
___/'_\’_\_..-.,,((- : _\.\.____
4 \_41 Py !]

( = ".rm 4+ F ‘.:: b
\19 d) B . —n\:“—wr——- :\..*.,'.....4_ (S s Lg! -G
s SO =
-
(1, 2) (dm +8,)° 1
H o R 21 o
____{ﬂ.\'-__,y,_ﬁ N
(1,2) o~ A (Gm+B,) (C, 3, + M )
q's.-'4 *'-l\\\
\’6 - 2 -
(Vs 2 )+ 2 0,15 + ( cg) i,

(1

(fm+ B,) (C, K,

+ ML) + C, U,

4

1
(1, 2) r’?_'\\ - fﬂi + 2 L, (C. 1, + mé) - C& M,

\ ¢ i
VO %
) 4
2 1 2
oA ¢
___“/L LR,
~ T S
1
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2
(1, 2, 3) ({_“\_ -2 L, (i, + L, li,)
5 1
i %
1 / — ? L
(1, 4) — -x._.__, Ly (o, + 1, 4,)
1 1
1 2 - o, — L] . r
( 3 ©s 3) 2('\-‘/\9_ ~f~<"’ L2 (‘4-2 i CQ‘ 1-.1.())
el .
(1, 2, 3)-5 }----'-‘f”#' - 12 (i -—(‘-2 M,)
M Nl
(1, 4) o — =1, (M5 + C, M)
e ol ey o
L*{\.__,:);: e . .
2
(1, 2, 5) /X* - €, (', + L, M,)
A 5 4
(13 ?'! J)O-___:‘// —02 (L‘ié-{-Cz Ij-o)
2 — 4 i
£ ooe st
(1, 6) /\_ - C, (i) +L, 3,)
4 A
6, 1 ' o o T
(6, 1) 3--—-(\\,-.-.—/ ¢, (1 + C, H,)
& a4 4T
(1: 6, 5) + C2 M
a_--__.n.,_-._.ﬂ“"?" 2 ?

6 §




-——-'\;‘—----—-.--rl..- ----- P e 2
g : 9 £ vy

’ ’J‘-"I . ~rt -
(1, 2, 8, 9) ( h"‘““ T (élﬂ + E?) (1'42 " 02 iy

4 X ¢ - T d‘w ™ e
( 1 9 2‘ 8, [ , I)f"“"—- " a:i‘\, - r\ (YR -+ l:‘) ( i ! ”2) |._i°
----- i Mot i,
Vo e
™ - \ e
~ ) -
(1, 2, 8. 9) Pt o= (¢m =By 4,
¢ ) o <
e, j\_-_._...-._._...r
4 -t 4 ,?' 5:'(1
P — .._,...,..’..(:...._.....-. .‘:.;_.,-.. — 3 ; ) e e e o e e e
3 b Ak - >
- el riy 1k L3 { < -
(2, 8 ) 2 (Sm +52) ‘o
S .. S
" 9
[ ac.‘ Sjr 3 b
5,4 5

(15,2, 8 9) ,"‘\‘"\\ - {:gm - Bz)d M,
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z S ——
[N s
-~ "~ . o
(1‘ U’ 8 9} -‘\}_‘_‘ i 4o (\I' i ,‘,’-}) 1010
- s T — & =

/’
- [+

ot ' ¢,

b wme
( o 2} 3) —--.-—.-.-..__‘(" ;‘{ _.,\;i.‘:-.-.-w-.- ? L (‘Fm + B ) IJI
(1, 2, 3) A\ : - gl #g

- L, (Jm-ﬁ-BE ¥,

/ \ & _ .
\65 3.-" e L?:_,.L.x-""ﬂ uz L-’) J.Lo
3 T4
A <
(4) Al = ( L, + 2200+ + L‘%) J-:Io
III: ..‘ - 4 f.r
4 3

e r
(89, 2 . = (dm, + B, +dm} + B}) M,

,", ) ¥,

-
€ e = - = = _<\\
£
6 i -
: 1 = 3 4 .0 8
Total [ K, +43, +2 M, + 2 II? + B 4 1‘115 + M, + 1:'1? + Ii,
- 4 148 it 18 &4 4 ‘ &4 25
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